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COHOMOLOGIE NON RAMIFIE´E DE DEGRE´ 3 : VARIE´TE´S
CELLULAIRES ET SURFACES DE DEL PEZZO DE DEGRE´ AU MOINS 5
YANG CAO
Re´sume´. Dans cet article, ou` le corps de base est un corps de caracte´ristique ze´ro quelconque,
pour X une varie´te´ ge´ome´triquement cellulaire, on e´tudie le quotient du troisie`me groupe de
cohomologie non ramifie´eH3
nr
(X,Q/Z(2)) par sa partie constante. PourX une compactification
lisse d’un torseur universel sur une surface ge´ome´triquement rationnelle, on montre que ce
quotient est fini. Pour X une surface de del Pezzo de degre´ ≥ 5, on montre que ce quotient est
trivial, sauf si X est une surface de del Pezzo de degre´ 8 d’un type particulier.
We consider geometrically cellular varieties X over an arbitrary field of characteristic zero.
We study the quotient of the third unramified cohomology group H3
nr
(X,Q/Z(2)) by its
constant part. For X a smooth compactification of a universal torsor over a geometrically
rational surface, we show that this quotient if finite. For X a del Pezzo surface of degree ≥ 5,
we show that this quotient is zero, unless X is a del Pezzo surface of degree 8 of a special type.
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1. Introduction
Soient k un corps de caracte´ristique 0, k¯ une cloˆture alge´brique et Γk le groupe de Galois
de k¯ sur k. Pour une varie´te´ lisse X sur k et un faisceau e´tale F sur X , on rappelle que la
cohomologie non ramifie´e de X de degre´ n est le groupe
Hnnr(X,F ) := H
0
Zariski(X,H
n(X,F )),
ou` Hn(X,F ) est le faisceau Zariski associe´ au pre´faisceau {U ⊂ X} 7→ Hne´t(U, F ). Soit
F = Q/Z(j) le faisceau des racines de l’unite´ tordu j fois. Les groupes Hnnr(X,Q/Z(j)) sont
des invariants k-birationnels des k-varie´te´s projectives lisses ge´ome´triquement connexes, re´duits
a` Hn(k,Q/Z(j)) pour X k-rationnelle, c’est-a`-dire k-birationnelle a` un espace projectif. (cf.
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[CT95, The´ore`me 4.1.1 et Proposition 4.1.4]). Le groupe H2nr(X,Q/Z(1)) n’est autre que le
groupe de Brauer de X , il a e´te´ fort e´tudie´. On s’est inte´resse´ plus re´cemment au groupe
H3nr(X,Q/Z(2)). Le cas des coniques fut traite´ par Suslin. En dimension quelconque, le quo-
tient H3nr(X,Q/Z(2))/H
3(k,Q/Z(2)) est trivial pour toute quadrique lisse qui n’est pas une
quadrique d’Albert (Kahn, Rost, Sujatha, voir [Ka09, Thm 10.2.4 (b)]).
Dans cet article, nous nous inte´ressons aux surfaces ge´ome´triquement rationnelles les plus
simples, les surfaces de del Pezzo de degre´ au moins 5. Rappelons que l’indice I(X) d’une k-
varie´te´ X est le pgcd des degre´s sur k des points ferme´s. Si une surface de del Pezzo X de degre´
au moins 5 a un indice I(X) = 1, alors elle a un k-point et elle est k-rationnelle (cf. Thm. 3.1).
On a donc alors H3(k,Q/Z(2)) = H3nr(X,Q/Z(2)).
Nous nous inte´ressons ici au cas ou` X(k) est e´ventuellement vide. Nous montrons (The´ore`me
5.2) :
The´ore`me 1.1. Soit X une k-surface de del Pezzo de degre´ ≥ 5. Alors H
3
nr(X,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
= 0, sauf
peut-eˆtre si deg(X) = 8, I(X) = 4 et il existe des coniques lisses C1, C2 sur k telles que
X
∼
→ C1 × C2.
On construit une surface de del Pezzo X de degre´ 8 sur le corps k = C(x, y, z) pour laquelle
H3nr(X,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
6= 0 (Exemple 5.4).
Pour les surfaces ge´ome´triquement rationnelles ge´ne´rales, nous montrons (The´ore`me 2.7) :
The´ore`me 1.2. Soit X une k-surface projective, lisse, ge´ome´triquement rationnelle. Soit T →
X un torseur universel sur X et soit T c une k-compactification lisse de T . Alors le groupe
H3nr(T
c,Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)) est fini.
Pour le faisceau Z/n(i) = µ⊗in ou pour le complexe de faisceau Z(i) dont la de´finition est
rappele´e plus bas, on note Hj(−,−) la cohomologie e´tale. Pour une courbe conique lisse C sur
k, on note [C] ∈ Br(k) sa classe dans le groupe de Brauer de k.
2. Sur les varie´te´s cellulaires et leur cohomologie non ramifie´e
On rappelle la de´finition d’une varie´te´ cellulaire [Ka97, De´finition 3.2].
De´finition 2.1. Un k-sche´ma de type fini X a une de´composition cellulaire (brie`vement : est
cellulaire) s’il existe un sous-ensemble ferme´ propre Z ⊂ X tel que X \ Z est isomorphe a` un
espace affine et Z a une de´composition cellulaire.
Un k-sche´ma de type fini X est dit ge´ome´triquement cellulaire si Xk¯ a une de´composition
cellulaire.
Proposition 2.2. Soit k un corps alge´briquement clos.
(1) Une surface projective, lisse, k-rationnelle est cellulaire.
(2) Une varie´te´ torique, lisse, projective sur k est cellulaire.
(3) Soient T un tore sur k et T c une T -varie´te´ torique, lisse, projective. Soient X une varie´te´
cellulaire sur k et Y → X un T -torseur. Alors Y c := Y ×T T c est cellulaire.
3De´monstration. Par [Ful, Lemme, p. 103], on a l’e´nonce´ (2).
Pour (3), par re´currence noethe´rienne, il suffit de montrer que si X
∼
→ An avec n ∈ Z≥0,
alors Y c est cellulaire. Dans ce cas, on sait que l’on a H1(An, T ) = 0, Y
∼
→ An × T et donc
Y c
∼
→ An × T c. Le re´sultat de´coule de l’e´nonce´ (2).
Pour (1), on sait (cf. [Koll96, Thm. III.2.3]) que si la surface X est minimale, alors soit X
est isomorphe a` P2 soit X est fibre´e en P1 au-dessus de P1. De telles surfaces sont cellulaires. Il
suffit donc de montrer que si une surface lisse X est cellulaire, pour tout x ∈ X(k), la surface
e´clate´e Y := BlxX est cellulaire.
Supposons que X = A2 ∪ Z est une de´composition cellulaire de X . Si x ∈ A2, il suffit
donc de montrer que Y := Bl(0,0)A
2 est cellulaire. La varie´te´ Y ⊂ A2 × P1 est de´finie par
l’e´quation xu = yv, ou` A2 = Spec k[x, y] et P1 = Proj k[u, v]. Alors Z(v = 0)
∼
→ A1 et
D(v 6= 0) = Spec k[x, y, u
v
]/(u
v
· x = y) ∼= A2.
Si x ∈ Z, il existe un ouvert U ⊂ X et un ferme´ V ⊂ X tels que U , V soient cellulaires,
U ∩V = ∅, x /∈ U ∪V et X ait une de´composition cellulaire X = U ∪A1∪V ou X = U ∪A0∪V .
Ainsi Y ×X U et Y ×X V sont cellulaires. Dans le premier cas, Y ×XA
1 = P1∪A1 avec P1∩A1 =
{x′}, ou` P1 est le diviseur exceptionnel. On a donc P1\{x′} ∼= A1 et (Y ×XA
1)\(P1\{x′}) ∼= A1.
Dans le deuxie`me cas, on a Y ×X A
0 ∼= P1 ∼= A1 ∪ A0. Le re´sultat en de´coule. 
Soit de nouveau k un corps de caracte´ristique ze´ro quelconque. On utilise dans cet article le
complexe motivique Z(n) de faisceaux sur les varie´te´s lisses sur k (Voevodsky), sous la forme
donne´e par B. Kahn dans [Ka12, §2]). Pour toute k-varie´te´ lisse X , dans la cate´gorie de´rive´e,
on a Z(n) = 0 pour n < 0, Z(0) = Z, Z(1)
∼
→ Gm[−1] et une suite exacte ([Ka12, Prop. 2.9])
0 // CH2(X) // H4(X,Z(2)) // H3nr(X,Q/Z(2)) // 0. (2.1)
On rappelle un the´ore`me de Bruno Kahn :
The´ore`me 2.3. ([Ka10, Thm. 2.5]) Soit X une k-varie´te´ lisse, inte`gre, ge´ome´triquement cel-
lulaire. Pour tout entier n ≥ 0, on a une suite spectrale fonctorielle :
Ep,q2 (X, n) = H
p−q(k, CHq(Xk¯)⊗ Z(n− q)) =⇒ H
p+q(X,Z(n)) (2.2)
et on a un accouplement de suites spectrales :
Ep,qr (m)×E
p′,q′
r (n)→ E
p+p′,q+q′
r (m+ n), (2.3)
tel que, pour r = 2, l’accouplement est le cup-produit.
On trouvera dans l’appendice (§6) des rappels sur l’accouplement de suites spectrales.
La diffe´rentielle E1,12 (X, 1)→ E
3,1
2 (X, 1) de´finit un homomorphisme :
d(1) : Pic(Xk¯)
Γk → Br(k).
La diffe´rentielle E2,22 (X, 2)→ E
4,1
2 (X, 2) de´finit un homomorphisme :
d(2) : CH2(Xk¯)
Γk → H2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×).
Lemme 2.4. Soit X une k-varie´te´ lisse, ge´ome´triquement inte`gre, ge´ome´triquement cellulaire.
Alors on a Im(CH2(X)→ CH2(Xk¯)
Γk) ⊂ Ker(d(2)).
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De´monstration. Puisque Z(n) = 0 pour n < 0, dans la suite spectrale (2.2), on a Ep,q2 (X, 2) = 0
pour q > 2. Donc on a un morphisme canonique : H4(X,Z(2))
dX−→ E2,2∞ (X, 2) et une inclusion
E2,2∞ (X, 2) ⊂ E
2,2
2 (X, 2). Alors on a un diagramme commutatif :
CH2(X)
iX
//

H4(X,Z(2))
dX
//

E2,2∞ (X, 2) //

E2,22 (X, 2) = CH
2(Xk¯)
Γ

CH2(Xk¯)
iX
k¯
// H4(Xk¯,Z(2))
dX
k¯
// E2,2∞ (X∞, 2)
// E2,22 (Xk¯, 2) = CH
2(Xk¯),
ou` CH2(X)
iX−→ H4(X,Z(2)) de´signe le morphisme dans la suite exacte (2.1). Donc
Im(CH2(X)→ CH2(Xk¯)
Γk) ⊂ E2,2∞ (X, 2) ⊂ Ker(d(2)).

Notons de´sormais M(X) l’homologie du complexe
CH2(X)→ CH2(Xk¯)
Γk
d(2)
−−→ H2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×). (2.4)
On note
d′(2) : CH2(Xk¯)
Γk/ImCH2(X)
d(2)
−−→ H2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×)
l’application induite par d(2). On a M(X) = ker d′(2).
Le the´ore`me suivant ge´ne´ralise [K96, Cor. 7.1 et 7.2] :
The´ore`me 2.5. Soit X une k-varie´te´ lisse, ge´ome´triquement inte`gre, ge´ome´triquement cellu-
laire. Si H1(k,Pic(Xk¯) ⊗ k¯
×) = 0, alors les groupes M(X) et H
3
nr(X,Q/Z(2))
ImH3(k,Q/Z(2))
sont finis et on a
une suite exacte :
0 // H
3
nr(X,Q/Z(2))
ImH3(k,Q/Z(2))
//M(X) // H4(k,Q/Z(2)). (2.5)
De´monstration. Par la suite exacte (2.1), on a une suite exacte :
CH2(X) // H
4(X,Z(2))
ImH4(k,Z(2))
// H
3
nr(X,Q/Z(2))
ImH3(k,Q/Z(2))
// 0.
Dans la suite spectrale (2.2), on a Ep,q2 (X, 2) = 0 pour q > 2 ou q < 0 et donc une suite exacte :
E3,1∞ (X, 2)→
H4(X,Z(2))
ImH4(k,Z(2))
→ Ker(d(2))→ E5,02 (X, 2).
D’apre`s le Lemme 2.4, on a une suite exacte :
E3,1∞ (X, 2)
// H
3
nr(X,Q/Z(2))
ImH3(k,Q/Z(2))
//M(X) // H4(k,Q/Z(2)).
Si E3,12 (X, 2) = H
1(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×) = 0, on a E3,1∞ (X, 2) = 0 et donc la suite exacte (2.5).
Par [Ka97, Lemme 3.3], Pic(Xk¯) et CH
2(Xk¯) sont des Z-modules libres de type fini. Puisque
CH2(Xk¯)
Γk
ImCH2(X)
est un groupe de torsion, le groupe
CH2(Xk¯)
Γk
ImCH2(X)
est fini et donc M(X) est fini. 
5Remarque 2.6. Pour une k-varie´te´ lisse ge´ome´triquement connexe ge´ome´triquement cellulaire,
le groupe H0(Xk¯,K2) est uniquement divisible. Pour des ge´ne´ralisations du the´ore`me 2.5 sous
cette simple hypothe`se, on consultera [CT15, Prop. 1.3 et Prop. 2.2].
The´ore`me 2.7. Soit X une k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre et ge´ome´-
triquement cellulaire. Soit T → X un torseur universel sur X et soit T c une k-compactification
lisse de T . Alors le groupe H3nr(T
c,Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)) est fini.
De´monstration. Soit S le k-tore de groupe des caracte`res le re´seau Pic(Xk¯). D’apre`s [CTHS,
Cor. 1], il existe une k-compactification torique lisse Sc de S. Comme le groupeH3nr(T
c,Q/Z(2))
est un invariant k-birationnel, il suffit d’e´tablir le re´sultat pour T c = T ×S Sc. D’apre`s la
proposition 2.2, T c est alors une varie´te´ ge´ome´triquement cellulaire. Par ailleurs, le module
galoisien Pic(T c
k¯
) est un module de permutation [CTS, Thm. 2.1.2]. On a donc H1(k,Pic(T c
k¯
)⊗
k¯×) = 0. Une application du the´ore`me 2.5 donne alors le re´sultat. 
D’apre`s la proposition 2.2, le the´ore`me 1.2 est un cas spe´cial du the´ore`me 2.7.
Pour appliquer le The´ore`me 2.5 au calcul du groupe H
3
nr(X,Q/Z(2))
ImH3(k,Q/Z(2))
, on a besoin de controˆler
l’application CH2(Xk¯)
Γk
d(2)
−−→ H2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×).
Soit X une k-varie´te´ lisse, inte`gre, ge´ome´triquement cellulaire. L’accouplement (2.3) pour
n = m = 1 donne un diagramme commutatif (cf. §6) :
E1,12 (X, 1)⊗ E
1,1
2 (X, 1)
d⊗
//
∪

(E3,02 (X, 1)⊗E
1,1
2 (X, 1))⊕ (E
1,1
2 (X, 1)⊗ E
3,0
2 (X, 1))
∪+∪

E2,22 (X, 2)
d(2)
// E4,12 (X, 2),
ou` d⊗ = d(1)⊗ id+ id⊗ d(1). C’est-a`-dire que l’on a un diagramme commutatif :
Pic(Xk¯)
Γk ⊗ Pic(Xk¯)
Γk
∪1

d⊗
// (Br(k)⊗ Pic(Xk¯)
Γk)⊕ (Pic(Xk¯)
Γk ⊗ Br(k))
∪2+∪2

CH2(Xk¯)
Γk
d(2)
// H2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×),
(2.6)
ou` ∪1 est l’intersection et ∪2 est le cup-produit
H2(k, k¯×)×H0(k, P ic(Xk¯))
∪2−→ H2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×).
3. Surfaces de del Pezzo de degre´ au moins 5
Une surface projective, lisse, ge´ome´triquement connexe X est appele´e surface de del Pezzo
si le faisceau anticanonique −KX est ample. Le degre´ d’une telle surface X est deg(X) :=
(KX , KX). Par [Koll96, Exercise 3.9], X est alors ge´ome´triquement rationnelle, on a 1 ≤
deg(X) ≤ 9 et Pic(Xk¯)
∼
→ Z10−deg(X). Comme pour toute surface X projective, lisse, ge´ome´-
triquement rationnelle, le degre´ sur les ze´ro-cycles de´finit un isomorphisme CH2(Xk¯)
∼
→ Z, et
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on a
CH2(Xk¯)
Γ
ImCH2(X)
= Z/I(X),
ou` I(X) de´signe l’indice de X .
Par les travaux de Enriques, Chaˆtelet, Manin, Swinnerton-Dyer (voir [CT99, Section 4] ou
[VA, The´ore`me 2.1]), on a :
The´ore`me 3.1. Soit X une surface de del Pezzo de degre´ ≥ 5.
(1) Si X(k) 6= ∅, alors X est k-rationnelle ;
(2) Si deg(X) = 5 ou 7, alors X(k) 6= ∅.
Soit X une surface de del Pezzo de degre´ ≥ 5. Si X(k) 6= ∅, l’e´nonce´ (1) implique que l’on
a H
i
nr(X,Q/Z(j))
ImHi(k,Q/Z(j))
= 0 pour tous entiers i et j. En particulier Br(X)/ImBr(k) = H
2
nr(X,Q/Z(1))
ImH2(k,Q/Z(1))
= 0
(voir aussi le Lemme 3.2) et H
3
nr(X,Q/Z(2))
ImH3(k,Q/Z(2))
= 0.
En fait, soit X une surface de del Pezzo de degre´ au moins 4, alors I(X) = 1 implique
X(k) 6= ∅. La question analogue est ouvere pour les del Pezzo de degre´ 3, i.e. les surfaces
cubiques. Ceci n’utilise pas dans le pre´sent article.
Lemme 3.2. Soit X une k-surface de del Pezzo de degre´ ≥ 5. Alors Pic(Xk¯) est stablemement
de permutation, H1(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×) = 0 et Br(X)/ImBr(k) = 0.
De´monstration. Soit C la classe des surfaces X/K, pour K corps extension quelconque de k,
de del Pezzo de degre´ ≥ 5. Par le The´ore`me 3.1, si X(K) 6= ∅, alors X est K-rationnelle, et
donc Pic(XK¯) est stablemement de permutation comme Gal(K¯/K)-module ([CTS, Proposition
2.A.1]). Par [CTS, The´ore`me 2.B.1] pour chaque X/K ∈ C, le Gal(K¯/K)-module Pic(XK¯) est
stablemement de permutation. Alors H1(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×) = 0 et H1(k,Pic(Xk¯)) = 0. Puisque
Br(Xk¯) = 0, par la suite spectrale de Hochschild-Serre on obtient Br(X)/ImBr(k) = 0. 
Proposition 3.3. Soit X une k-surface de del Pezzo de degre´ ≥ 5. On a la suite exacte
0→M(X)→ Z/I(X)
d′(2)
−−→ H2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×)) (3.1)
et la suite exacte
0 // H
3
nr(X,Q/Z(2))
ImH3(k,Q/Z(2))
//M(X) // H4(k,Q/Z(2)), (3.2)
ou` M(X) est l’homologie du complexe (2.4).
De´monstration. Ceci re´sulte du the´ore`me 2.5 et du lemme 3.2. 
4. Formes tordues de P1 × P1
Rappelons (voir par exemple [AB, Exemples 3.1.3 et 3.1.4]) que l’on a :
Proposition 4.1. Soit X une surface de del Pezzo de degre´ 8 sur un corps k. Alors on a l’une
des possibilite´s suivantes :
(1) X est un e´clatement de P2k en un k-point, et dans ce cas, X(k) 6= ∅.
7(2) Il existe des coniques lisses C1, C2 sur k telles que X
∼
→ C1 × C2.
(3) Il existe une extension de corps K/k de degre´ 2 et une conique C sur K tels que X
∼
→
RK/kC, ou` RK/k de´signe la restriction a` la Weil de K a` k.
De plus, Pic(Xk¯) est un Γk-module de permutation.
En fait, dans le cas ou` X ⊂ P3k est un quadrique lisse, on a l’extension discriminant K/k de
degre´ 2 (peut-eˆtre K = k × k) et, pour toute section plane lisse C ⊂ X , on a X ≃ RK/kCK .
Ceci n’utilise pas dans le pre´sent article.
Dans le cas (2), on a :
Proposition 4.2. Soient C1, C2 deux coniques lisses sur k et X
∼
→ C1×C2. Supposons X(k) =
∅. L’image de d(2) est Z/2. Si I(X) = 2, alors M(X) = 0 et H
3
nr(X,Q/Z(2))
ImH3(k,Q/Z(2))
= 0. Si I(X) = 4,
alors M(X) = Z/2.
De´monstration. On a Pic(Ci,k¯)
Γ
k
∼= Pic(Ci,k¯) ∼= Z pour i = 1, 2. On note pi : X → Ci la
projection, et pour p∗i : Z
∼= Pic(Ci,k¯) → Pic(Xk¯), on note ei := p
∗
i (1Z). Alors Pic(Xk¯)
Γk ∼→
Pic(Xk¯)
∼
→ Ze1 ⊕ Ze2 et H
2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×)
∼
→ Br(k)e1 ⊕ Br(k)e2.
Pour i = 1, 2, on applique [Ka97, Theorem 4.4 (i)] a` E1,12 (−, 1)→ E
3,0
2 (−, 1). On obtient un
diagramme commutatif :
Pic(Ci,k¯)
Γk
d(Ci)
//
p∗i

Br(k)
=

Pic(Xk¯)
Γk
d(1)
// Br(k).
Notons [Ci] := d(Ci)(1Pic(Ci,k¯)). En utilisant le diagramme (2.6), on obtient :
d(2)(e1 ∪ e2) = (d(2) ◦ ∪1)(e1 ⊗ e2) = ∪2([C1]⊗ e2) + ∪2([C2]⊗ e1) = [C1]e2 + [C2]e1. (4.1)
On ve´rifie aise´ment CH2(Xk¯)
Γk ∼= CH2(Xk¯)
∼
→ Z(e1 ∪ e2). On obtient : Im(d(2)) = 0 si et
seulement si [C1] = [C2] = 0 et sinon Im(d(2)) = Z/2. On conclut alors avec la Proposition
3.3. 
Dans le cas (3), le lemme suivant est duˆ a` Olivier Benoist :
Lemme 4.3. Soient K/k une extension de corps de degre´ 2, C une conique lisse sur K et
X
∼
→ RK/kC avec X(k) = ∅. Supposons que [C] ∈ Im(Br(k)→ Br(K)). Alors I(X) = 2.
De´monstration. Soit α ∈ Br(k) un e´le´ment tel que α|K = [C] ∈ Br(K). Puisque [C] est d’indice
2, l’indice de α est 2 ou 4.
Si α est d’indice 2, il existe une extension k′ de degre´ 2 de k telle que α|k′ = 0 ∈ Br(k
′).
Si α est d’indice 4, on le repre´sente par un k-corps gauche D de degre´ 4. Ainsi D est de´ploye´
sur une extension L de degre´ 2 de K. Alors D contient une sous-alge`bre commutative isomorphe
a` L, donc a fortiori une sous-alge`bre commutative isomorphe a` K. Par un the´ore`me d’Albert
([A32, Thm. 5], cf. [Ja, Lem. 2.9.23]), il existe une extension k′ de degre´ 2 de k telle que D
contient une sous-alge`bre commutative isomorphe a` K ′ := k′ ·K.
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Dans tout cas, il existe une extension k′ de degre´ 2 de k telle que [C]|K ′ = 0 ∈ Br(K
′), ou`
K ′ = k′ ·K. Donc X(k′) 6= ∅ et I(X) = 2. 
Remarque 4.4. Soient K/k une extension de corps de degre´ 2, C une conique lisse sur K et
X
∼
→ RK/kC avec X(k) = ∅. Si [C] /∈ Im(Br(k) → Br(K)), alors I(X) = 4. Ceci sera montre´
dans la de´monstration de la proposition 4.5.
Proposition 4.5. Soient K/k une extension de corps de degre´ 2, C une conique lisse sur K et
X
∼
→ RK/kC avec X(k) = ∅. Alors M(X) = 0 et
H3nr(X,Q/Z(2))
ImH3(k,Q/Z(2))
= 0.
De´monstration. On a XK
∼
→ C ×K C
σ, ou` σ ∈ Gal(K/k), σ 6= id et
Cσ := (C → Spec K
σ
−→ Spec K).
Donc CH2(Xk¯)
∼
→ Z et I(X)|4. Puisque d(2)(CH2(X)) = 0, on a (#Im(d(2)))|4. L’hypothe`se
X(k) = ∅ e´quivaut a` C(K) = ∅.
Par [Ka97, Theorem 4.4 (i) et (iii)], on a un diagramme commutatif
Z ∼= CH2(Xk¯)
ΓK
d(2)K

tr
//
(1)
Z ∼= CH2(Xk¯)
Γk
d(2)

Res
//
(2)
Z ∼= CH2(Xk¯)
ΓK
d(2)K

H2(K,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×)
tr
// H2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×)
Res
// H2(K,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×)
ou` tr est le transfert et Res est la restriction. Par la Proposition 4.2, l’image de d(2)K est Z/2.
Par le carre´ (2), l’image de d(2) est Z/2 ou Z/4. Puisque tr(1CH2(Xk¯)) = 2 · 1CH2(Xk¯), par le
carre´ (1), l’image de d(2) est Z/2 si et seulement si tr(Im(d(2)K)) = 0.
On conside`re :
Br(K)⊕ Br(K)
∼
→ H2(K,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×)
tr
−→ H2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×)
∼
→ Br(K).
Par la de´finition du transfert, tr(a, b) = a + σ(b) pour chaque a, b ∈ Br(K). Par l’e´quation
4.1, d(2)K(1CH2(Xk¯)) = ([C], [C]). Donc tr(Im(d(2)K)) = 0 si et seulement si [C] = σ([C]), i.e.
[C] ∈ Br(K)σ. Puisque Gal(K/k) ∼= Z/2, on a H3(Gal(K/k), K×) ∼= H1(Gal(K/k), K×) = 0,
et donc le morphisme Br(k)→ Br(K)σ est surjectif.
On a alors :
(1) si [C] ∈ Im(Br(k)→ Br(K)), l’image de d(2) est Z/2 et, par le lemme 4.3, on a I(X) = 2 ;
(2) si [C] /∈ Im(Br(k)→ Br(K)), l’image de d(2) est Z/4 et, par le lemme 2.4, on a I(X) = 4.
On conclut alors avec la Proposition 3.3. 
5. Calcul de H
3
nr(X,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
pour une surface de del Pezzo X de degre´ ≥ 5
Rappelons un fait bien connu.
Lemme 5.1. Soit X une k-surface de del Pezzo de degre´ 6. On a :
(1) Il existe une extension K1/k de degre´ divisant 2, une K1-forme X1 de P
2 sur K1 et un
morphisme f1 : XK1 → X1 birationnel.
(2) Il existe une extension K2/k de degre´ divisant 3, une surface de del Pezzo X2 de degre´
8 sur K2 et un morphisme f2 : XK2 → X2 tels que XK2 est un e´clatement de X2 le long d’un
9sous-sche´ma re´duit de dimension 0 et de degre´ 2. Donc l’indice I(X2) de la K2-surface X2 est
1 ou 2.
De´monstration. Cela provient du fait que la configuration des 6 courbes exceptionnelles de Xk¯
est celle d’un hexagone ([CT72], ou voir [VA, Section 2.4]). 
The´ore`me 5.2. Soit X une k-surface de del Pezzo de degre´ ≥ 5. Alors M(X) = Z/2 si et
seulement si I(X) = 4, deg(X) = 8, et il existe des coniques lisses C1, C2 sur k telles que
X
∼
→ C1 × C2.
Sinon, M(X) = 0 et donc H
3
nr(X,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
= 0.
De´monstration. La dernie`re implication re´sulte de la proposition 3.3.
Si X(k) 6= ∅, le morphisme CH2(X) → CH2(Xk¯) = Z est surjectif. Donc M(X) = 0. Si
deg(X) = 5 ou 7, par le The´ore`me 3.1, X(k) 6= ∅ et donc alors M(X) = 0. On suppose
dore´navant X(k) = ∅.
Si deg(X) = 9 avec X(k) = ∅, X est la varie´te´ de Severi-Brauer associe´e a` une alge`bre
centrale simple A de degre´ 3 (cf. [VA, The´ore`me 1.6]). Par un the´ore`me de Bruno Kahn [Ka97,
The´ore`me 7.1], d(2)(1CH2(Xk¯)) = 2[A] ∈ Br(k) = H
2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
∗). Puisque X(k) = ∅, on a
[A] 6= 0, 3[A] = 0 et I(X) = 3. Donc d(2)(1CH2(Xk¯)) 6= 0 et d
′(2) est injectif. Alors M(X) = 0.
Si deg(X) = 8 avec X(k) = ∅, le re´sultat en degre´ 8 est donne´ par la Proposition 4.1, la
Proposition 4.2 et la Proposition 4.5.
Conside´rons le cas des surfaces de del Pezzo de degre´ 6.
S’il existe une surface de del Pezzo Y et un morphisme f : X → Y projectif, birationnel, alors
f ∗ induit un morphisme des suites spectrales (2.2) pour Y et X . De plus, f ∗ : CH2(Yk¯)
Γk ∼→
CH2(Xk¯)
Γk est un isomorphisme et f ∗ : Pic(Yk¯) → Pic(Xk¯) admet un inverse a` gauche. Donc
E4,12 (Y, 2)
f∗
−→ E4,12 (X, 2) est injectif et Ker(d(2)Y )
f∗
−→ Ker(d(2)X) est un isomorphisme. Donc
M(X) ∼=M(Y ).
Si deg(X) = 6, avec X(k) = ∅, par le Lemme 5.1 (2), il existe une extension K2/k de degre´
divisant 3 et une surface de del Pezzo X2 de degre´ 8 sur K2 et un K2-morphisme f2 : XK2 → X2
projectif, birationnel, tels que I(X2) = 1 ou 2. D’apre`s ce que l’on a de´ja` e´tabli pour les surfaces
de del Pezzo de degre´ 8, on aM(X2) = 0 et, d’apre`s le paragraphe ci-dessus,M(XK2) = 0. Par
[Ka97, The´ore`me 4.4 (3)], le transfert est bien de´fini pour la suite spectrale (2.2). Puisque le
transfert est bien de´fini pour la suite exacte (2.1), le transfert est bien de´fini pour le complexe :
CH2(X)→ CH2(Xk¯)
Γk
d(2)
−−→ H2(k,Pic(Xk¯)⊗ k¯
×),
et donc le transfert est bien de´fini pour M(X). Donc M(X) est annule´ par 3.
Par le meˆme argument (Lemme 5.1 (1)) et le re´sultat en degre´ 9, le groupeM(X) est annule´
par 2. On a donc M(X) = 0. 
Corollaire 5.3. Soit X une k-surface de del Pezzo de degre´ 8 avec M(X) 6= 0. Si la dimension
cohomologique cd(k) de k est ≤ 3, alors M(X) = Z/2, I(X) = 4 et H
3
nr(X,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
= Z/2.
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De´monstration. Par la Proposition 3.3, on a H
3
nr(X,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
= M(X). Le re´sultat de´coule du
The´ore`me 5.2. 
Example 5.4. Soit k := C(t, x, y). Soient C1 la conique correspondant a` l’alge`bre (t, x), C2 la
conique correspondant a` l’alge`bre (t+ 1, y) et X := C1 × C2. Alors
H3nr(X,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
= Z/2.
De´monstration. Puisque la dimension cohomologique cd(k) de k est 3, par le The´ore`me 5.2 et
le Corollaire 5.3, il suffit de montrer que I(X) = 4. On note A = (t, x)⊗ (t+ 1, y) l’alge`bre de
biquaternions. Par [A72, The´ore`me], A est un corps gauche si et seulement si, pour chaque point
x1 ∈ C1 de degre´ 2 et chaque point x2 ∈ C2 de degre´ 2, on a k(x1) ≇ k(x2). Donc I(X) = 4 si
et seulement si A est un corps gauche. Par [CT02, Corollaire 4], A est un corps gauche ssi t et
t+ 1 sont inde´pendantes dans C(t)×/C(t)×2, ce qui est satisfait. 
Corollaire 5.5. Soit X une k-surface de del Pezzo de degre´ ≥ 5. Supposons que toute forme
quadratique en 6 variables sur k est isotrope. Alors H
3
nr(X,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
= 0.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 5.2, il suffit de montrer que, pour toute paire de coniques
lisses C1 et C2 sur k, on a I(C1 × C2) 6= 4. Soient (a, b) l’alge`bre de quaternion correspondant
a` C1 et (c, d) l’alge`bre de quaternion correspondant a` C2. Par l’argument de la de´monstration
de l’exemple 5.4, I(C1 × C2) = 4 si et seulement si (a, b) ⊗ (c, d) est un corps gauche. Par un
the´ore`me de Albert (cf. [CT02, Prop. 1]), ceci vaut si et seulement si la forme quadratique
diagonale < a, b,−ab,−c,−d, cd > est anisotrope sur k. Ceci donne imme´diatement le re´sultat
annonce´. 
Corollaire 5.6. Soit X une k-surface de del Pezzo de degre´ ≥ 5. Supposons que k satisfait la
proprie´te´ (C2) (cf. [Se, §II.4.5]). Alors H
3
nr(X,Q/Z(2)) = 0.
De´monstration. Par le corollaire 5.5 et la de´finition de la proprie´te´ (C2), on a
H3nr(X,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
=
0. D’apre`s [Se, §II.4.5 Thm. MS], la dimension cohomologique cd(k) de k est ≤ 2. Alors
H3(k,Q/Z(2)) = 0 et donc H3nr(X,Q/Z(2)) = 0. 
Le the´ore`me 5.2 donne la conjecture de Hodge entie`re pour certaines varie´te´s de dimension
4 (voir [CTV, §1]) :
Proposition 5.7. Soit X une varie´te´ projective et lisse de dimension 4 munie d’un morphisme
dominant X
f
−→ S de base une surface projective lisse S et de fibre ge´ne´rique Xη une surface de
del Pezzo de degre´ ≥ 5. Alors la conjecture de Hodge entie`re en degre´ 4 vaut sur X.
De´monstration. Puisque C(S) satisfait la proprie´te´ (C2) (cf. [Se, §II.4.5]), d’apre`s le Corollaire
5.6, H3nr(X,Q/Z(2)) = 0. D’apres Colliot-The´le`ne et Voisin [CTV, Thm 3.8], il suffit alors de
montrer qu’il existe une varie´te´ projective lisse Y de dimension au plus 3 et un morphisme
Y
f
−→ X tels que l’application induite CH0(Y )
f∗
−→ CH0(X) soit surjective. Comme Xη est une
C(S)-surface ge´ome´triquement rationnelle, il existe une surface T projective et lisse sur C et
une application ge´ne´riquement finie T → S, telles que Xη×C(S)C(T ) soit rationnelle sur C(T ).
Il existe donc une application rationnelle dominante de P2×T vers X . Il existe alors une surface
projective et lisse T ′ birationnelle a` T et un morphisme T ′ → X tels que l’application induite
CH0(T
′)
f∗
−→ CH0(X) soit surjective. 
11
6. Appendice : accouplements de suites spectrales
Soient X une varie´te´ lisse sur k et Sh(X) la cate´gorie des faisceaux e´tales sur X . On rappelle
quelques de´finitions donne´es dans [Mc, Section 2.3] :
De´finition 6.1. Un module bigradue´ diffe´rentiel de Sh(X) est une collection d’e´le´ments Ep,q ∈
Sh(X) pour p, q ∈ Z et de morphismes d : E∗,∗ → E∗,∗ de bidegre´ (s, 1−s) pour certains s ∈ Z,
tels que d ◦ d = 0.
Un produit tensoriel de modules bigradue´s diffe´rentiels (E∗,∗(1), d(1)), (E∗,∗(2), d(2)) est un
module bigradue´ diffe´rentiel ((E(1)⊗ E(2))∗,∗, d⊗) avec
(E(1)⊗E(2))p,q =
⊕
r+t=p, s+u=q
Er,s(1)⊗Et,u(2)
et d⊗(x⊗ y) = d(1)(x)⊗ y + (−1)
r+sx⊗ d(2)(y), ou` x ∈ Er,s(1), y ∈ Et,u(2).
Pour deux complexes A, B, par le the´ore`me de Ku¨nneth, on a un morphisme canonique
⊕s+r=nH
r(A)⊗Hs(B)
p
−→ Hn(A×B).
De´finition 6.2. Soient E∗,∗r (1), dr(1), E
∗,∗
r (2), dr(2) et E
∗,∗
r (3), dr(3) trois suites spectrales dans
Sh(X). Un accouplement
ψ : E∗,∗r (1)×E
∗,∗
r (2)→ E
∗,∗
r (3)
est une collection de morphismes ψr : E
∗,∗
r (1)⊗ E
∗,∗
r (2)→ E
∗,∗
r (3) pour chaque r, tel que ψr+1
est la composition :
E∗,∗r+1(1)⊗E
∗,∗
r+1(2)
∼
→ H(E∗,∗r (1))⊗H(E
∗,∗
r (2))
p
−→ H((Er(1)⊗Er(2))
∗,∗)
H(ψr)
−−−→ H(E∗,∗r (3))
∼
→ E∗,∗r+1(3)
ou` p est le morphisme dans le the´ore`me de Ku¨nneth.
Remerciements. Nous remercions Jean-Louis Colliot-The´le`ne pour plusieurs discussions. Je
remercie e´galement Olivier Benoist et Bruno Kahn pour leurs commentaires.
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